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Summary: Paper deals with conditions of creation of the loop from a slender
prismatic elastic beam loaded by torsional moments at its free ends. The loop occurs
by achieving postcritical state of the beam. For this purpose very large displacements
have to be considered. The problem is solved by dynamical simulation of discrete
nonlinear model obtained by the physical discretization of the continuous beam.
There are four qualitative different steady states, which can be obtained by the
simulation.

1. Úvod

Modelovánı́ pružných konstrukcı́ je oborem, jehož aplikace vykazujı́ výbornou shodu s experi-
menty i za náročných podmı́nek, jakými jsou velká přemı́stěnı́. Je-li reálná konstrukce dostatečně
štı́hlá, pak může dosahovat velmi velkých přemı́stěnı́, při zachovánı́ pružného působenı́ mate-
riálu (malá přetvořenı́). Protože matematický popis konstrukce podrobené velkým přemı́stěnı́m
vyžaduje užitı́ nelineárnı́ch vztahů, jsou tyto úlohy spolu s předpokladem pružného působenı́
výborným prostředkem ke studiu nelineárnı́ch jevů. Tyto výhody jsou všeobecně známé a často
využı́vané. Stačı́ vzpomenout úlohu vzpěru prutu vyřešenou Leonhardem Eulerem již v roce
1744, která je dodnes studována a předkládána jako názorný přı́klad tzv. měkké ztráty stability
při rozdvojenı́ rovnovážného stavu – dosaženı́ bifurkačnı́ho bodu.

Způsobů, jakým může pružná konstrukce ztrácet stabilitu je vı́ce, ovšem je dokázáno, že
jejich počet je omezený. Nejlepšı́ vhled do této problematiky nabı́zı́ v současnosti zřejmě teorie
katastrof, která studuje singularity hladkých zobrazenı́, viz [Arnold 1983]. Ukazuje se, že na
analýzu stability konstrukcı́ lze nahlı́žet jako na hledánı́ singularit hladkých zobrazenı́.

Výzkum doprovázejı́cı́ vznik teorie katastrof ukázal, že studované systémy lze rozdělit do
dvou skupin na tzv. typické, které nejsou citlivé na malou změnu svých parametrů a na systémy
netypické, jejichž malá změna způsobı́, že se z nich stanou systémy typické. Netypické systémy,
jako je např. vzpěr dokonale symetrického prutu, se reálně nevyskytujı́ a nazývajı́ se rovněž
degenerované. Jejich přechod na systém typický je často doprovázen ztrátou symetrie, jako je
tomu právě při vzpěru prutu. Již Henri Poincaré poukázal, že při studiu systémů s proměnlivými
parametry se nelze vyhnout degenerovaným systémům, jelikož tyto rozdělujı́ oblasti parametrů
odpovı́dajı́cı́ch systémům typickým (též regulárnı́m).
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Tento přı́spěvek se věnuje modelovánı́ dokonale symetrického pružného prutu (tj. netypic-
kého systému), zatı́ženého dvojicı́ kroutı́cı́ch momentů. Účelem je modelovat ztrátu stability
při kroucenı́ a zı́skat tak pokritický stabilnı́ stav prutu ve tvaru smyčky. Smyčka vzniká i u jed-
noduššı́ch systémů jako je vzpěr prutu, viz obr. 1, nebo ohyb konzolového nosnı́ku, ovšem jak
bylo ukázáno v přı́spěvcı́ch [Frantı́k 2002, Frantı́k 2004], vznikem smyčky se statický stav stává
nestabilnı́m. Jedná se o přı́pad tzv. tvrdé, popř. také katastrofické ztráty stability.

Obrázek 1: Vznik smyčky při pokritickém vzpěru přı́mého prutu

Po prokázánı́ nestability takto vzniklé smyčky se nabı́zela otázka, zdali existuje podobný
systém, při kterém vzniká smyčka stabilnı́. Inspiracı́ při hledánı́ takového systému byl jev, ke
kterému docházı́ při kroucenı́ štı́hlého „prutu“ jakým je např. vlákno letecké gumy. Lze snadno
vyzkoušet, že při kroucenı́ vlákna, potažmo velmi štı́hlého prutu, vzniká v určitém okamžiku
smyčka, která se jevı́ jako stabilnı́.

2. Kroucenı́ štı́hlého prutu

Mějme prizmatický prut zatı́žený na svých koncı́ch proti sobě působı́cı́mi, stejně velkými
kroutı́cı́mi momenty, viz obr. 2. Při nárůstu velikosti kroutı́cı́ch momentů M nad určitou kritickou
hodnotu Mcr docházı́ ke ztrátě stability přı́mého tvaru prutu, prut se zakřivuje a střednice prutu
se stává prostorovou křivkou (přehled viz [Bažant & Cedolin 1991]).

Obrázek 2: Schéma kroucenı́ přı́mého prutu

Pro dynamickou simulaci této úlohy byl vytvořen model pomocı́ fyzikálnı́ diskretizace.
Fyzikálnı́ diskretizacı́ je myšleno nahrazenı́ spojitého prutu soustavou pružin a tuhých dı́lců.
Taková soustava pak je popsána diskrétnı́ množinou stavových proměnných, čı́mž je umožněno
efektivně řešit daný problém. Přehled a zařazenı́ modelu do výpočetnı́ch metod mechaniky lze
nalézt v [Henrych 1985].

Prut je po délce rozdělen na obdélnı́kové dı́lce s vnitřnı́mi pružinami, nahrazujı́cı́mi nor-
málové a smykové přetvořenı́. Dı́lce jsou vzájemně spojeny klouby s rotačnı́mi pružinami
nahrazujı́cı́mi „ohybové“ přetvořenı́, viz obr. 3.



Obrázek 3: Schéma modelu prutu

Oba druhy pružin jsou lineárnı́. Normálové a smykové pružiny působı́ silou přı́mo úměrnou
prodlouženı́ pružiny, rotačnı́ pružiny působı́ momentem přı́mo úměrným vzájemnému natočenı́
dı́lců v mı́stě připojenı́ (kloub). Tyto závislosti můžeme popsat vztahy:

Fl = kl dl, Mf = kf dϕ, (1)

kde Fl je sı́la, kterou liniová pružina (normálová resp. smyková) působı́ na přı́pojné klouby, kl

je tuhost liniové pružiny, dl je protaženı́ liniové pružiny; Mf je moment, kterým rotačnı́ pružina
působı́ na připojené dı́lce, kf je tuhost rotačnı́ pružiny a dϕ je natočenı́ dı́lců v mı́stě připojenı́
pružiny. Pro přetvořenı́ liniové pružiny dlij spojujı́cı́ klouby i a j lze užı́t geometricky přesného
popisu:

dlij = lij − l0ij, lij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, (2)

kde xi, yi, zi jsou aktuálnı́ souřadnice kloubů, lij je aktuálnı́ délka pružiny, původnı́ délka
nenapjaté pružiny je l0ij . Podobně pro přetvořenı́ rotačnı́ pružiny dϕijk ležı́cı́ na kloubu j a vázané
na klouby i a k (viz obr. 3) lze psát geometricky přesně:

cos(dϕijk) =
~uij ~ujk

lij ljk
, ~uij = (xj − xi, yj − yi, zj − zi), (3)

kde ~uij je pomocný vektor daný polohou kloubů i a j.
Předpokládejme, že hmotnost prutu lze soustředit do kloubů na hranách prutu. Za tohoto

předpokladu vzniká n hmotných kloubů, na které působı́ připojené pružiny výslednou interakčnı́
silou ~Ri složenou z účinků pružin daných vztahy (1). Potom lze psát pohybové rovnice ve tvaru:

dxi

dt
= vxi,

dvxi

dt
=

1
mi

(Rxi − ci mi vxi(1 + cai|vxi|)),

dyi

dt
= vyi,

dvyi

dt
=

1
mi

(Ryi − ci mi vyi(1 + cai|vyi|)),

dzi

dt
= vzi,

dvzi

dt
=

1
mi

(Rzi − ci mi vzi(1 + cai|vzi|)),

(4)



kde vxi, vyi, vzi jsou složky aktuálnı́ rychlosti i-tého hmotného kloubu, Rxi, Ryi, Rzi jsou složky
aktuálnı́ interakčnı́ sı́ly ~Ri = f(~Fl, ~Mf ) působı́cı́ na hmotný kloub i, mi je hmotnost i-tého
hmotného kloubu, ci je součinitel útlumu, cai je součinitel kvadratického člene útlumu a t je čas.
Dodejme, že popsaný model je nelineárnı́, viz vztahy (2) a (3), a téměř nezávislý na velikosti
přemı́stěnı́ hmotných kloubů.

Řešenı́ pohybových rovnic je vzhledem k silné nelinearitě systému prováděno klasickou
numerickou metodou Runge-Kutta.

Zatı́ženı́ kroutı́cı́mi momenty
Vzhledem ke zvolené diskretizaci úlohy je zřejmé, že nanesenı́ kroutı́cı́ch momentů je třeba
provést pomocı́ dvojic sil (tj. sil stejně velkých, opačného směru). Uvažovánı́ velkých posuvů
bodů prutu pak vede k problému se zachovánı́m podmı́nky dvojice sil i jejı́ho momentového
účinku, viz obr. 4.

Obrázek 4: Zatı́ženı́ kroutı́cı́mi momenty

Pro zachovánı́ momentového účinku dvojice sil při velkých rotacı́ch konců prutu byl zvolen
přı́stup tzv. sledujı́cı́ho zatı́ženı́, kdy každá sı́la měnı́ svůj směr v závislosti na natočenı́ modelu
prutu v mı́stě působiště sil (jedná se o tzv. nekonzervativnı́ zatı́ženı́). Zachovánı́ podmı́nky
dvojice sil je udržováno stanovenı́m společného natočenı́ pro obě sı́ly z dvojice. Užitı́ sledujı́cı́ho
zatı́ženı́ má na úlohu určité negativnı́ účinky, které budou ukázány dále.

3. Simulace

Model prutu je dokonale symetrický. Jediná nesymetrie, objevujı́cı́ se při reprezentaci modelu
v počı́tači, bude dána polohou prutu v souřadném systému a nesymetriı́ danou zaokrouhlovacı́
chybou, kterými je stav modelu popsán. Nesymetrie digitalizovaného modelu je natolik malá, že
malé „pohybové“ nesymetrie v počátečnı́ch podmı́nkách (rozloženı́ rychlostı́ hmotných kloubů)
mohou mı́t převažujı́cı́ vliv. Směr vybočenı́ prutu tak může probı́hat typicky nepředvı́datelně.
Význam zavedenı́ nesymetrických počátečnı́ch podmı́nek lze spatřovat kromě výše uvedeného
rovněž ve zkrácenı́ času, kterého je pro vybočenı́ modelu prutu zapotřebı́.

Prozatı́m jsme se nezmı́nili o okrajových podmı́nkách prutu. Jejich vliv na chovánı́ prutu je
značný, a proto se zde soustředı́me jen na zcela volný prut.

Při ztrátě symetrie prutu, v důsledku užitı́ sledujı́cı́ho zatı́ženı́, může dojı́t k rotaci modelu
prutu jako celku, jelikož dvojice kroutı́cı́ch momentů přestane mı́t nulovou výslednici. Z tohoto



důvodu nebude zcela zřejmá přı́padná stabilita zı́skané smyčky ve smyslu stability statického
stavu. Za stabilnı́ stav proto obecněji považujme pohybujı́cı́ se prut, který neměnı́ svůj tvar.

Simulace jsou prováděny následujı́cı́m způsobem: Jako počátečnı́ stav je zvolen nepřetvořený
model prutu s malou „pohybovou“ nesymetriı́ v počátečnı́ch podmı́nkách. Dvojice kroutı́cı́ch
momentů je nanesena v plné velikosti a v průběhu simulace neměnı́ velikost. Parametry modelu
prutu jsou zvoleny tak, aby odpovı́daly tenkému pásku oceli s převažujı́cı́ délkou (obr. 2). Kromě
velikosti kroutı́cı́ch momentů je rovněž uvažována proměnlivost parametrů tlumenı́. Výsledkem
simulace systému pak mohou být následujı́cı́ stavy:

• statický přı́mý tvar prutu (obecně zkroucený) (obr. 5),

• rotujı́cı́ vybočený prut s ustáleným tvarem (obr. 6),

• periodické oscilace změny tvaru prutu (obr. 7),

• chaotický pohyb, vzniklý celkovou ztrátou symetrie úlohy.

Poznamenejme, že v přı́padě poslednı́ch dvou stavů (zejména u prvnı́ho z nich) existujı́
dvě důležité možnosti: model prutu při simulaci, resp. při „ustáleném pohybu“, změnı́ svůj
tvar natolik, že se jeho části protnou či nikoliv. Možnost pronikánı́ částı́ prutu je pochopitelně
v rozporu s realitou.

Obrázek 5: Statický přı́mý tvar prutu

Obrázek 6: Rotujı́cı́ vybočený prut s ustáleným tvarem (dva vzájemně kolmé průměty)

Důležitou roli zde hraje tlumenı́. Výsledkem ztráty stability je rotace, při které majı́ hmotné
body na konci prutu velkou obvodovou rychlost. Je-li kvadratický člen útlumu výrazný, viz
rovnice (4), pak majı́ konce prutu tendenci se přimknout k ose rotace, k čemuž při užitı́ lineárnı́ho
útlumu nedocházı́.



Obrázek 7: Kinogram poloviny periody oscilujı́cı́ho prutu (dva vzájemně kolmé průměty)

4. Závěr

V přı́spěvku byla prezentována simulace kroucenı́ dokonale symetrického prutu, umı́stěného
volně v prostoru. Pro reprezentaci prutu bylo užito silně nelineárnı́ho modelu, vzniklého fyzikálnı́
diskretizacı́. Vnějšı́ kroutı́cı́ momenty se uvažovaly jako sledujı́cı́ (nekonzervativnı́) zatı́ženı́.
Simulace ukázaly, že je takto vzniklý systém bohatý na různé druhy ustálených stavů: Lze
dosáhnout klidu, periodického i chaotického pohybu. Kvalitativně různé druhy pohybu bude
možné odlišit napřı́klad sledovánı́m hodnoty vzepětı́ prutu.

Původnı́ cı́l – vznik stabilnı́ smyčky – lze považovat za částečně splněný. K tomu, aby byla
smyčka stabilnı́m statickým stavem bude postačovat užitı́ vhodných okrajových podmı́nek, aby
se zamezilo rotaci prutu vzniklé kvůli ztrátě souososti kroutı́cı́ch momentů po vybočenı́ prutu.

Výsledek simulace je obecně značně ovlivněn nemožnostı́ kontaktu mezi částmi prutu.
Snadno se lze přesvědčit experimentem, např. s leteckou gumou, že „zavinutı́ “ smyčky má
na systém stabilizujı́cı́ efekt.

Nekonzervativnı́ zatı́ženı́ je poměrně náročným prvkem úlohy, jak je patrné např. z publikace
[Elishakoff 2005], která přinášı́ rozsáhlý kritický přehled této problematiky. Poznamenejme
pouze, že zde bylo užito sledujı́cı́ho zatı́ženı́ zejména z důvodu snadnosti jeho definice a nanesenı́
na volný prut. Vhodné okrajové podmı́nky umožnı́ použitı́ „realističtějšı́ho“ konzervativnı́ho
zatı́ženı́.



Zvláštnı́ roli hraje v simulaci tlumenı́. Ukazuje se, že při rotaci prutu je značný rozdı́l mezi
útlumem lineárnı́m a nelineárnı́m (nelineárnı́ útlum odpovı́dá např. zvýšenému odporu vzduchu).
Nelineárnı́ útlum způsobil přimknutı́ konců prutu k ose rotace.
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